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ANNOTATSIYA
Ushbu magolada gisqgartirib akslantirish prinsipi va uning tadbiglarini dars
o’tish jarayonida sodda va lo’nda qilib tushuntirish, keyinchalik murakkab
masalalarga bog’liglik xususiyatlari ko 'rib chiqiladi.
Kalit so’zlar: akslantirish, gisgartirish, M.Freshe, element, metric fazo.
AHHOTALUSA
B oannon cmamve npuHyun KpamrgKoco pasmblUlleHUusl U €20 NPUMEHEHU
00BACHAIOMCA npocmo u JaKOHU4YHO no xody ypoka, a 3amem paccmanpuearonics
0COOEHHOCIU 3A8UCUMOCMU OM CILONCHBIX 680NpPOCos.
Knioueewle cnosa: ompasicenue, pedykyus, M.@Ppewie, s1emenm, mempuieckoe
npocmpaHcmaeo.

Haqigiy sonlar orasidagi masofa tushunchasini umumlashtirish natijasida
zamonaviy matematikaning eng muhim tushunchalaridan biri bo’lgan metrik fazo
tushunchasi fransuz matematigi M.Freshe tomonidan 1956-yilda kiritilgan.

quyida biz metrik fazodagi asosiy tushunchalar bilan tanishamiz.

Ta’rif: X to’plamning har bir X va y elementlari juftligiga namunaviy p(x,y)

haqiqiy soni mos qo’yilgan ,quyidagi shartlarni ganoatlantirsa, u holda p(x,y)

funksiyaga metrika deyiladi.

1L p(xy)20,p(xy)=0cx=y
2. plxy)=ply.x)
3. plxy)<plxz)+p(z,y)

(X,p) juftligiga metrik fazo deyiladi.Haqiqiy sonlar o’qida x va y sonlar
orasidagi masofani p(x,y) = |x — y| ko’rinishida aniqlasak u holda p(x,y)
metrika bo’ladi

Ta’rif:Agar metric fazoning ixtiyoriy fundamental ketma-ketlik shu fazoga
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Tegishli limitga ega bo’lsa,u holda u to’la metrik fazo deb ataladi.Haqiqiy
sonlar to’plami to’la metrik fazoga misol bo’ladi.
A akslantirish X metrik fazoni o’ziga o’tkazsin A: X — X
Agar Axy = xg tenglik o’rinli bo’lsa ,u holda xy nugta A akslantirishning
qo’zg’almas nuqtasi deb ataladi.
Masalan: R da aniglangan f(x) = x akslantirishning barcha nuqtalari
qo’zg’almas nuqtadan iborat. f (x) = x? funksiyada esa 0 va 1 nuqtalar
qo’zg’almas nugqtalar bo’ladi. f (x) = v/x ning qo’zg’almas nuqtalari 0 va 1
f(x) =In(1+ x) funksiya x, = 0 qo’zg’almas nuqtaga ega.
Ta’rif: (X, p) metrik fazo va A: X — X akslantirish bo’lsin.Agar shunday
a,0<a<1 soni mavjud bo’lib , Vx,y € X  nugtalar uchun
p(Ax, Ay) = ap(x,y)
Munosabat bajarilsa ,u holda 4 akslantirishni gisqartirib akslantirish deyiladi.
TEOREMA: (Qisqartirib akslantirish prinspi) to’la metrik fazoning har bir
A qisqartirib akslantirishi yagona qo’zg’almas nuqtaga ega.
Qisqartirib akslantirish prinspi va uning tadbiglarini talabalarga tushunarli
gilib yetkazish ,ularni turli xil masalalarga tadbiq qilish

1-misol C™ da metrika p(z,w) = /X1_,(2zx — wy)? kabi kiritiladi.

1 1 1 .. . ..
Az =221,22p, s 0 20 z = (21,2, ...,Z, ) akslantirish gisqartirib

akslantirish bo’ladimi?

(Zn - Wn)z =

1 1
p(:AZ,AW) = \/?(Zj_ - Wl)z +¥(ZZ — WE)Z + - (:n_|_ 1)2

1

1 1
2 (ZZ - WZ)Z + "';(Zn - Wn)z = Ep(z: W)

1
< @ -—w)?+5

Bundan p(Az,Aw) = % plz,w) - a = L demak 4 gisqartirib akslantirish

2
ekan.
2-misol R da f(x) = x — arctgx qisqartirib akslantirish bo’ladimi?
|f(x) — f(¥)| < a|x —y| bo’lsin, u holda y = x + 1 deb olsak, u holda
x = +co daarct(x+1) — ;—r,arctx — ;—r demak @ = 1 bo’ladi.
Demak ,bu gisqartirib akslantirish emas.
3-misol yarim intervalda f (x) = %Inx funksiyani garaylik

Vx; € [1; ) ,x, € [1; ) nugtalari uchun
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If Ge) = F ()| = |F/(€) Gy — x2)| <513 — x,|  tengsizlik o’rinlidir.(Bu
yerdaC € (X, X)) Ammo bu funksiya qo’zg’almas nuqtaga ega emas.Chunki
fx)= %Inx akslantirish nurni ga emas ,balki[0; co] ga akslantiradi.
4-misol 3,3 + % 3+ 3_11 ... kabi aniglangan {x,,} ketma ketlikni
3

1

x; =3,x, =3+ (n = 2) ko’rinishida recurrent aniglash mumkin

¥
An—1

bo’lganligidanx,, = 3 +ﬁ, (n = 3) tengligi va x; = ?, Xy = 1?

tn—2

Tengsizliklardan x,, {_i? ekani kelib chigadi.Shu [3;?] segmentni 0’z-
0’ziga o’tkazadigan f(t) = 3 +% akslantirishni gqaraymiz.

p(fCF) = IF@ — fOI = [ 3| = 5lx =¥ = oy

Demak, akslantirish gisqartiruvchi ekan,u holda uning yagona qo’zg’almas
1

nugtasi mavjud bo’lib,x, = lim x,, bo’ladi,bunda x,, = f(x,,_;) = 3 +

n—co An—1

m=2) x;,=3,x5=3 +xi tenglamani yechib, x, = 3+:13
0

ekanini

topamiz.Bu berilgan ketma ketlikning limiti bo’ladi.
5-misol X+, = (X, +—) bo’lsinbu yerda xp =2 {x,} ketma ketlik

yaginlashuvchi ekanini isbotlang .
1 1 1 1 5
n=5(n+)=3(2+3) =

Ketma-ketlikning har bir hadi musbat bo’lgani uchun
Xpi1 = % (x, + xi} = % [x,, - xi =1  tengsizlik o’rinli.Bu esa ketma

ketlikning quyidan chegaralanganligini bildiradi.f (t) = %(t + %)
o F0) = 1)~ FOI = e+ 2=y =] = |- - 2] =
X y Xy
{x;x, = 1 ekanidan} < %|(x —v) (1 — $)| < %l(x —y)| = %p(x,y}
ekanini topamiz .Demak gisqgartiruvchi ekan.
Masala:Agar f (x) funksiya haqiqiy sonlar o’qida uzluksiz,diferensiallanchi
bo’libushbu 0 =<c¢ = f'(x) =d < oo sharti o’rinli bo’lsa, u holda
f(x) = 0 tenglama yagona yechimga egaligini isbotlang.

582



R Oriental Renaissance: Innovative, (E)ISSN:2181-1784
educational, natural and social sciences WWW.Oriens.uz

O SJIF 2023 =6.131 / ASI Factor = 1.7 3(6), June, 2023

Yechimi:Ax = x — % f (x) akslantirishning sonlar o’qining o’ziga qisqartirib

o’tkazishini ko’rsataylik: Vx,y € R, x < y uchun

1 1 _
|AX—A}J’|:|x—}r—a(f(:x}_f(:y})|: 1__f(x) f(y)

d x-—y

lx —y| =

Demak,|Ax — Ay| = |1 —§| lx — y|

0= |1 — §| <1 bo’lganligidan y = Ax qisqartirib akslantirish bo’ladi.U
holda

Xg — %f{xg} = xo tenglikni ,yani f(xg) = 0 tenglikni ganoatlantiruvchi

yagona x, nugta mavjuddir.

TEOREMAL:Aytaylik, f(x,y) funksiya
G={(x,y)ra<x<bh —o=<y=<om}

sohada x bo’yicha uzluksiz va y bo’yicha musbat chegaralangan xosilaga ega
bo’lsin: oO<m=f,=M

U holda, f(x,y) =0 tenglama[a,b] kesmada yagona uzluksiz yechimga
ega

Yechimi: C[a, b] fazoni 0’z —0’ziga o’tkazuvchi Ay =y — %f(x,y)

akslantirishni  garaymiz.Bu akslantirish qisqgartirib  akslantirish  ekanini

ko’rsatamiz.
Agar y; va y, funksiyalar C[a, b] fazoning elementlari bo’lsa, u holda

1 1
|Ay; — Aya| = | _ﬁf(xlryl) — V2 _ﬁf(xzr}’z) =

Demak,qisgartirib akslantirish prinspidan Vy, € Cla, b] uchun
v1 = Ayg,¥> = Ay, ... ketma ketlik yaqinlashuvchi bo’ladi va lim y,, = y
n—oo

funksiya  f(x,¥) =0 funksiyaning yagona yechimi bo’ladi.

Masalan: f(x) = In(x + 1) funksiya [0; o] da uzluksiz diferensiallanuvchi va

0 < 1T1x < 1 demak In(x + 1) = 0 tenglama yagona yechimga ega.

TEOREMAZ:Aytaylik,  f(x) € Cla,b] bo’lsin. U holda
y—i—%sinx + f(x)=0

tenglama yagona yechimga egaligini isbotlang.
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Yechimi: f(x,y) =y+ %sinx + f(x) funksiya x bo’yicha uzluksiz

fy (x,¥) = 1 chegaralangan.Yugqoridagi masalaga ko’ra f (x,y) = 0

tenglama [a, b] kesmada yagona uzluksiz yechimga ega.

Xuddi shunday y +%Sinx +f(x)=0 tenglama ham yagona uzluksiz

yechimga ega.

3.1. Ba’zi ketma—ketliklar limitlarini hisoblash.

SHunday ketma—ketliklar borki, ularning limitlarini xisoblashda iteratsiya usuli
juda qo’l keladi. Ushbu

a,,8,,85,...,8,,.. (1)

ketma—ketlikni olaylik. Agar (1) ning hadlari geometrik progressiya tashkil etsa,
u xolda quyidagilarga ega bo’lamiz:

ay, =890, a=a0d, ..., a,=8,10,... - (2)

Buerda q progressiyaning maxraji.

Faraz qilaylik, (1) ning ikkinchi hadidan boshlab har bir hadi o’zidan oldingi
hadi bilan biror qonun bo’yicha borlangan bo’lsin. Bu borlanishni quyidagicha
ifodalaymiz:

a,=f(a,,), n=123... (3)

Agar hadlari (3) tengliklarni ganoatlantiruvchi (1) ketma—ketlikning n — co da
chekli limiti mavjud bo’lsa, u holda bunday yaqinlashish usuliga ketma—ket
yaqinlashish yoki iteratsiya usuli deyiladi. Bunda a,—nolinchi yaqinlashish, a, esa
n —yaqinlashish deyiladi. Endi (3) ketma—ketlikning yaqinlashishi uchun etarlilik
shartini kiritamiz.

1-teorema. Agar (3) monoton va chegaralangan ketma—ketlik bo’lsa, u yagona
chekli limitga ega, ya’ni

lima, = lim f(a,_,)= f( lim an_1)=a.

N—o0 n—oo nN—oo
asoni a= f(a)tenglamadan aniqlanadi.

2—teorema Agar y = f(x) funksiyaning

1) aniglanish sohasini 0’z ichiga olsa yoki unga teng bo’lsa;

2) aniqlanish sohasida olingan ixtiyoriy ikkita x, va x, giymatlar uchun
‘ f(x)— f(x, )‘ <a| X — X, | tengsizlik o’rinli bo’lib, 0 < & <1 bo’lsa,

u holda (3) ketma—ketlik yagona chekli limitga yaqinlashadi va bu limit
a = f(a) tenglamaning ildizi bo’ladi.

Teoremaning isboti murakkab bo’lmaganligi uchun uni keltirib o’tirmaymiz.
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Eslatma:

a) 1- va 2— teoremalarning shartlari (3) iteratsiya ketma—ketligi
yaqinlashishining etarli shartlaridir, lekin zaruriy shartlari bo’la olmaydi, chunki (3)
ketma—ketlik yaqinlashishidan bu shartlarning bajarilishi kelib chigmaydi.

b) YUgqoridagi teoremalar (3) iteratsiya ketma—ketligi chekli limitga
yaqinlashishini barcha etarli shartlarini gamrab olmagan.

Endi teoremalarning natijalarini misollarda oydinlashtiramiz.

1-misol. Birinchi hadi a,, maxraji q bo’lgan geometrik progressiya hadlari

yirindisidan tuzilgan S ketma—ketlikni olaylik.

S,=a, +q(a, +a,q+...+a,"*)=a,+0S,_,.

y=f(x)=a,+0gx funksiyaning aniqlanish sohasi R =(—o,+x) bo’ladi,
gqiymatlar to’plash ham. Demak, 2-teoremaning 1-sharti o’rinlidir. X;,X, € R
ixtiyoriy nuqtalar bo’Isin. U holda

(%) = (%) =|ax, —ax,| = ql-[ % =X, |

Agar | q|<1 bo’lsa, 2—teoremaning 2—sharti ham o’rinli bo’ladi. Demak, ketma—
ketlitk yaqinlashadi. limS_, =1limS_, =S larni hisobga olsak, S =a, +gS ni hosil

nN—o0 nN—o0

gilamiz.

. a
Bundan S ni aniglasak, S = 1 L bo’ladi. Bu esa S, ketma—ketlikning limitidir.
—q
| q[>1 bo’lsa, {S,} uzoqlashadi.
2-misol. Interatsiya usulidan foydalanib quyidagi ketma—ketlik limitini
hisoblaymiz

a —byJa+bJa+..+bJa (@>0, b>0).
Buerda a, =b+/a; a, =bya+b/a va hokazo.

Yechish. Bu ketma—ketlikning har bir keyingi hadini o’zidan oldingi hadi orqali
quyidagicha ifodalash mumkin:

a,=ba+a;, ag=ba+ay,..a,=bJata, . (4)
{a,} monoton (kamaymaydigan) ketma—ketlik ekani ravshan. Demak,
a1 —a, 20, (n=123,..).

Bundan

b’(a+a,)—a’
0<b,a+a, —a, = (@+a,) " < -a’+b’a, +b’a>0 <

b,/a+a, +a,

< a’-b%a, —b’a<0, (n=123,..)
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Oxirgi kvadrat uchhadning ildizlarini aniqlaymiz

b® +bvb’ +4a
5 .

(an )1,2 =
Bunga ko’ra (a,), <a, <(a,); bo’ladi. a, >0 (n=123,...) bo’lgani uchun

ushbu

O<a

n

< b? +bb* —4a
B 2

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Bundan esa {a,} ketma—ketlikning chegaralanganligi

kelib chiqadi. SHunday qilib, garalayotgan ketma—ketlik I1—teoremaning hamma
shartlarini qanoatlantiradi. Demak, u chekli limitga yaqinlashadi. (4) tenglikning har
ikkala tomonida n — oo bo’lganda limitga o’tamiz va lima, =lima,_; = X ni hisobga

n—oo n—oo

b2 +bvb? +4a .
2

olamiz. Natijada ushbu x=bva+x, x= ni topamiz.
Bu yugoridagi ketma—ketlikning limitidir.

2 2
Hman:bJa+bVa+bVa+“.:b +b;)+4a.

n—o0

Bu tenglikning har ikkala tomonini b ga qisqartirsak, quyidagilarni hosil gilamiz:

Ja+bJarbiar.. =2 ”b22+4a. (5)

(5) tenglikda a va b ga tayin qiymatlar bersak, ba’zi muhim limitlarning
natijalariga ega bo’lamiz:

1)b:1bo%m,Ja+ a+Va+“.=1i4%ifg;

2) b=1 a=2 bo’lsa, \/2+ 2+~/2+..=2;
3) b=1 a=6bolsa, \6+6+6+..=3:
4)b#0:a=0bo’lsa, yb+b+~b+... =b:
5) b=2 a=3bo’lsa, y3+2v3+243+... =3

3) va 5) munosabatlardan

\/6+\/6+\/6+... :\/3+2\/3+ 2~/3+...

ekani kelib chigadi.
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